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Come la PCA, la PMF è una tecnica di riduzione della dimensione 
del dataset, ottimizzata specificatamente per quantificare il 
contributo delle sorgenti di inquinamento. E’ stata sviluppata da 
Paatero (Department of Physics, University of Helsinki) University 
of Helsinki) negli anni novanta (Paatero Paatero and Tapper, 
1994), e in seguito da Paatero e Hopke (Paatero and Hopke, 
2003) con lo scopo di sviluppare un nuovo metodo di analisi 
multivariata che superasse alcune limitazioni della PCA.

 LA POSITIVE MATRIX FACTORIZATION (PMF)



Deve la sua grande diffusione principalmente a 2 aspetti:

- il fatto che non sia richiesta la conoscenza dei profili emissivi 
delle sorgenti

- la disponibilità di un software sviluppato dall’EPA, messo a 
disposizione gratuitamente e di facile utilizzo

 LA POSITIVE MATRIX FACTORIZATION (PMF)



ECx1=1gBB*ECfBB+1gOIL*ECfOIL+...+1gTRAFF*ECfTRAFF

Cax1=1gBB*CafBB+1gOIL*CafOIL+...+1gTRAFF*CafTRAFF
.
.
.

Cux1=1gBB*CufBB+1gOIL*CufOIL+...+1gTRAFF*CufTRAFF

ECxn=ngBB*ECfBB+ngOIL*ECfOIL+...+ngTRAFF*ECfTRAFF

Caxn=ngBB*CafBB+ngOIL*CafOIL+...+ngTRAFF*CafTRAFF
.
.
.

Cuxn=ngBB*CufBB+ngOIL*CufOIL+...+ngTRAFF*CufTRAFF
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 IL MODELLO TEORICO

Le g sono uguali per tutte le 
specie chimiche, cambiano al 
cambiare dei giorni e dei 
fattori: nxp
Le f sono uguali per tutti i 
giorni. Cambiano per i fattori e 
gli analiti: mxp
→ le incognite sono 
pxm+pxn=px(m+n)
I termini noti sono pari al 
numero dei giorni per il 
numero degli analiti:
nxm
→ nxm>=px(n+m)



ECx1=1gBB*ECfBB+1gOIL*ECfOIL+...+1gTRAFF*ECfTRAFF+ECe1

Cax1=1gBB*CafBB+1gOIL*CafOIL+...+1gTRAFF*CafTRAFF+Cae1
.
.
.

Cux1=1gBB*CufBB+1gOIL*CufOIL+...+1gTRAFF*CufTRAFF+Cue1

ECxn=ngBB*ECfBB+ngOIL*ECfOIL+...+ngTRAFF*ECfTRAFF+ECen

Caxn=ngBB*CafBB+ngOIL*CafOIL+...+ngTRAFF*CafTRAFF+Caen
.
.
.

Cuxn=ngBB*CufBB+ngOIL*CufOIL+...+ngTRAFF*CufTRAFF+Cuen
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 IL MODELLO TEORICO



Si minimizza la funzione obiettivo Q così definita: 
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n numero campioni 
m numero di variabili 
p numero di sorgenti

 LA FUNZIONE Q
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Ponderare ogni xij per l’inverso 
della sua incertezza permette di 

pesare 
diversamente ogni dato 

Quindi ok giorni con dati mancanti, 
specie con molti dati sotto il LR,

specie con una incertezza elevata

n numero campioni 
m numero di variabili 
p numero di sorgenti

 LA FUNZIONE Q
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Comprende:
• l’incertezza analitica
• l’incertezza del campionamento
• ma anche l’incertezza relativa al non completo verificarsi delle 
ipotesi del modello

n numero campioni 
m numero di variabili 
p numero di sorgenti

 LA FUNZIONE Q
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Tuttavia se non 
si ponessero 
dei vincoli, ci 
potrebbero 

essere infinite 
soluzioni. 

Vincoli di non-
negatività dei 

contributi e degli 
elementi dei 

profili.

Soluzioni 
ragionevoli dal 
punto di vista 
interpretativo

n numero campioni 
m numero di variabili 
p numero di sorgenti

 LA FUNZIONE Q
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 INPUT E OUTPUT
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MATRICE DEI 
CONTRIBUTI

MATRICE DEI 
PROFILI
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IPOTESI DEL MODELLO

Il profilo chimico delle sorgenti è costante nel tempo
 ➢ difficoltà nell’identificare sorgenti con profili variabili nel tempo 

(es.  lunghe serie storiche, attività con cicli produttivi variabili,…)

Il profilo chimico delle emissioni è costante nello spazio: non si 
trasforma nel tragitto dalla sorgente al recettore

 ➢ non tutte le specie chimiche soddisfano questa ipotesi!  Ok 
specie chimicamente STABILI (ad es. metalli); traccianti 
organici/volatili presentano problemi

  ➢ peculiarità per i secondari
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IPOTESI DEL MODELLO

I profili e gli andamenti delle sorgenti sono linearmente 
indipendenti fra loro (non collineari), affinché i loro contributi siano 
correttamente distinti dal modello

 ➢ problema a distinguere sorgenti con profili chimici simili  e 
andamenti correlati

• Devono essere identificate tutte le sorgenti che impattano in 
maniera rilevante al recettore

 ➢ speciazione più completa possibile, con traccianti delle diverse 
sorgenti
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CHI BEN COMINCIA E’ A META’ DELL’OPERA…
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PREDISPOSIZIONE DEL DATABASE DI INPUT

Dataset delle concentrazioni:
➔ valori < Limite di Rilevabilità
➔ dati mancanti 

Dataset delle incertezze:
➔ tutto da costruire;
➔ deve tener conto dell’incertezza di campionamento e analitica 

ed è preferibile che le incertezze siano diverse da specie a 
specie (e non definite in via cautelativa dai laboratori con 
l’incertezza massima)
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QUANTI DATI?

Il numero minimo di campioni necessari non può essere conosciuto a priori, 
perché dipende dalla quantità di informazione contenuta nel dataset: se c’è 
grande variabilità nei contributi relativi delle diverse sorgenti, è sufficiente 
sufficiente un numero minore di campioni, mentre l’aggiunta di campioni con 
similari contributi relativi delle sorgenti è di scarsa utilità! (European Guide on 
SA with RM, 2014)

● In accordo con il manuale EPA, almeno 100 campioni giornalieri e 20 specie 
chimiche (Norriset al., 2008, Brownand Hafner, 2005)









CLASSIFICAZIONE DELLE VARIABILI

Guida del Software EPA

S/N < 0.5 → BAD
0.5 < S/N < 1.0 →WEAK
S/N>1.0 → STRONG

Paatero and Hopke (2003)

S/N < 0.2 → BAD
0.2 < S/N < 2.0 →WEAK
S/N>2.0 → STRONG

Ricordarsi di escludere le specie “doppie” (es. SO4
-- e S; K e K+; TC se OC ed EC,...)
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 LA FUNZIONE Q





Esempio di run con diverse convergenze→ trova due minimi, uno dei 
quali sicuramente relativo
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Qteorico è pari al numero di gradi di libertà: m x n – p (n+m) 

n numero campioni 
m numero di variabili 
p numero di sorgenti

Verrebbe da pensare che la soluzione sia quella per la quale il 
Qosservato si avvicina il più possibile al Qteorico, ma in realtà il Qosservato 

dipende in maniera troppo forte da come sono state settate le 
incertezze
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Qrobust è calcolato escludendo punti per i quali 
l’incertezza scalata per i residui è maggiore di 4 (Qij >4)

Qrobust non è influenzato dagli outliers

n numero campioni 
m numero di variabili 
p numero di sorgenti

La differenza tra Qrobust e Qtrue è una misura dell’impatto dei dati con alti 
residui. In particolare, soluzioni in cui il Qrobust è 2.5 volte più alto che il 

Qrobust possono indicare la necessità di sottopesare gli outliers.
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RIGUARDO ALL’ORTOGONALITA’...

A differenza della PCA, i fattori ottenuti in output dalla PMF non 
sono ortogonali fra loro per costruzione

E sempre a differenza della PCA; la PMF non è un modello 
gerarchico, per cui la scelta del numero dei fattori risulta molto più 
importante che nella PCA
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AMBIGUITA’ ROTAZIONALE

In generale, il vincolo di non-negatività da solo non è sufficiente a produrre 
un’unica soluzione. Matematicamente, un paio di matrici (G e F) che possono 
essere trasformate in un altro paio di matrici G* e F* con lo stesso valore Q è 
detto “ruotato”:

G*=GT e F*=T-1F → G*F*=GTT-1F

La matrice T è una matrice pxp non singolare. A causa del vincolo di non 
negatività, una rotazione pura è possibile solo se nessuno degli elementi delle 
nuove matrici G e F è inferiore a 0. Se non ci sono rotazioni possibile, la 
soluzione è unica. Rotazioni approssimate che permettono un certo 
incremento di Q senza che alcun elemento delle nuove matrici diventi 
negativo, possono essere utilizzate.
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AMBIGUITA’ ROTAZIONALE

Se c’è un numero sufficiente di zeri nei profili (matrice F) o nei
contributi (matrice G) della soluzione, la soluzione non presenta
ambiguità rotazionale.

In altre parole, dati con un impatto basso o nullo da una sorgente sono
molto utili al modello!

Per questa ragione, sono molto utili dati con un’alta risoluzione
temporale, e l’incremento della risoluzione temporale permette di avere 
campioni con una maggiore variabilità tra i contributi rispetto ai 
campioni integrati su periodi di tempo più lunghi



AMBIGUITA’ ROTAZIONALE E PARAMETRO F-PEAK
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INTRODUZIONE DI VINCOLI

Altri vincoli (oltre a quelli sulla positività) possono essere 
implementati se si dispone di una qualche conoscenza a 
priori, sfruttando un’interfaccia user-friendly che permette di 
imporre diversi tipi di “constrains”



























INCERTEZZA DELLE SOLUZIONI



Svariati fattori possono contribuire all’incertezza delle soluzioni:
-incertezza nei dati di input (incertezza di campionamento, delle 
analisi chimiche, del settaggio delle incertezze come dato di 
input, ...);
- ipotesi del modello non sempre rispettate (variazione 
temporale dei profili delle sorgenti, degradazione delle specie in 
atmosfera, …);
-limiti intrinseci nel processo di modellazione e soggettività 
delle scelte dell’operatore (ambiguità rotazionale, numero di 
fattori specificato in modo errato, quali specie includere o 
escludere, trattamento dei dati anomali, …)

INCERTEZZA DELLE SOLUZIONI



Il software EPA PMF 5.0 fornisce 3 metodi per il calcolo delle incertezze:
➢  Bootstrapping (BS): metodo probabilistico che consiste in 

ricampionamenti casuali dal dataset utilizzato e dall’analisi delle 
soluzioni ottenute sui nuovi dataset ottenuti con il ricampionamento

➢  Displacement (DISP): metodo basato sull’analisi sull’analisi di 
perturbazioni perturbazioni controllate controllate degli elementi delle 
matrici F e G, per stimare l’incertezza legata all’ambiguità rotazionale.

➢  Both (BS-DISP): include sia la componente random che quella 
rotazionale.

N.B.: Bootstrap e Displacement non tengono conto dell’incertezza relativa 
alle scelte soggettive dell’operatore! (costruzione del file delle incertezze, 
eliminazione di outliers, trattamento dei dati sotto il limite o dei missing, 
categorizzazione delle variabili, scelta del numero dei fattori,...)

INCERTEZZA DELLE SOLUZIONI





 E’ abbastanza robusto rispetto a errate valutazioni delle incertezze di 
input, ma considera solo in parte l’ambiguità rotazionale

BOOTSTRAP



BOOTSTRAP



Le stime boostrap possono sia sottostimare sia sovrastimare 
l’incertezza.

➢  Quando l’ambiguità rotazionale costituisce la maggior parte delle 
incertezze (come avviene per database con una buona 
numerosità), le stime dell’incertezza tramite BS possono essere 
sottostimate, visto che questa componente viene solo in parte 
considerata.  

➢ Viceversa, se il data-set contiene pochi casi di contributi nulli (o 
quasi nulli), dato che questi ultimi limitano molto l’ambiguità 
rotazionale, si può avere un’importante sovrastima dell’incertezza 
di rotazione imputabile ai campioni BS per i quali tali dati non 
sono stati ricampionati.

BOOTSTRAP



Questa analisi esplora esplicitamente l’ambiguità rotazionale 
stimando il range di variazioni maggiore possibile nel profilo dei 
fattori, compatibile con un incremento ridotto del valore di Q 
(perturbazioni controllate degli elementi delle matrici matrici F e 
G). Le DISP possono essere calcolate senza aver fatto il BS, o 
dopo aver fatto il run del BS, sui risultati del BS (BS-DISP).

Base Model Displacement Error Estimation (DISP)



Base Model Displacement Error Estimation (DISP)



Base Model Displacement Error Estimation (DISP)



Base Model BS-DISP Error Estimation (BS-DISP)





RIPORTARE UNO STUDIO PMF



fscotto@arpae.it


	Diapositiva 1
	Diapositiva 2
	Diapositiva 3
	Diapositiva 4
	Diapositiva 5
	Diapositiva 6
	Diapositiva 7
	Diapositiva 8
	Diapositiva 9
	Diapositiva 10
	Diapositiva 11
	Diapositiva 12
	Diapositiva 13
	Diapositiva 14
	Diapositiva 15
	Diapositiva 16
	Diapositiva 17
	Diapositiva 18
	Diapositiva 19
	Diapositiva 20
	Diapositiva 21
	Diapositiva 22
	Diapositiva 23
	Diapositiva 24
	Diapositiva 25
	Diapositiva 26
	Diapositiva 27
	Diapositiva 28
	Diapositiva 29
	Diapositiva 30
	Diapositiva 31
	Diapositiva 32
	Diapositiva 33
	Diapositiva 34
	Diapositiva 35
	Diapositiva 36
	Diapositiva 37
	Diapositiva 38
	Diapositiva 39
	Diapositiva 40
	Diapositiva 41
	Diapositiva 42
	Diapositiva 43
	Diapositiva 44
	Diapositiva 45
	Diapositiva 46
	Diapositiva 47
	Diapositiva 48
	Diapositiva 49
	Diapositiva 50
	Diapositiva 51
	Diapositiva 52
	Diapositiva 53
	Diapositiva 54
	Diapositiva 55
	Diapositiva 56
	Diapositiva 57
	Diapositiva 58
	Diapositiva 59
	Diapositiva 60
	Diapositiva 61
	Diapositiva 62
	Diapositiva 63
	Diapositiva 64
	Diapositiva 65
	Diapositiva 66
	Diapositiva 67
	Diapositiva 68
	Diapositiva 69
	Diapositiva 70
	Diapositiva 71
	Diapositiva 72
	Diapositiva 73

